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Є. А. Гавриленко, Ю. В. Холодняк, О. О. Вершков, А. В. Найдиш 
Запропоновано метод формування одновимірних обводів виходячи з зада-
ної точності інтерполяції. Максимальна абсолютна похибка інтерполяції ви-
значається з урахуванням геометричних властивостей вихідної кривої лінії. Ро-
зглядається два різновиди похибки. По-перше, похибка, з якою сформована 
дискретно представлена крива, що інтерполює вихідний точковий ряд, пред-
ставляє вихідну криву. По-друге, похибка, з якою інтерполююча крива предста-
вляє будь-яку криву з заданими геометричними характеристиками 
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1. Вступ
Геометричне моделювання – один із інструментів дослідження об'єктів,
явищ та процесів. Задачею геометричного моделювання є визначення властиво-
стей об'єкта, що моделюється, за допомогою характеристик геометричної моде-
лі. Вихідними даними є геометричні образи, задані множиною точок, розташу-
вання яких відображає властивості досліджуваного об'єкта. У вихідних точках 
можуть бути задані геометричні характеристики дискретно представленого ге-
ометричного образу (лінії або поверхні). Вихідні дані можуть бути отримані в 
результаті розрахунків або проведення замірів на фізичних об'єктах. 
Труднощі моделювання дискретно представлених кривих і поверхонь по-
в'язані з тим, що характеристики кривих відомі тільки у вихідних точках. Хара-
ктер зміни характеристик між вихідними точками можна визначити виходячи з 
додаткової інформації щодо властивостей об'єкта, що моделюється. 
Одним із методів моделювання на основі дискретних множин є інтерполя-
ція. Задача інтерполяції полягає у відновленні з заданою точністю невідомої 
функції (кривої) по значенням ординат, заданим на дискретній множині точок 
[1]. У загальному випадку точно відновити вихідну криву неможливо. Важли-
вим етапом розв'язання задачі є вибір методів інтерполяції, що забезпечують 
необхідну точність. Розрізняють дві складові виникнення похибки: похибку 
дискретизації та похибку інтерполяції. 
Похибка дискретизації виникає в результаті представлення вихідного об'є-
кта дискретною множиною точок. Похибка дискретизації є неминучою, не за-
лежить від методу, обраного для подальшої інтерполяції, та не може бути усу-
нута в процесі моделювання. Похибка дискретизації збільшується при невдало-
му розташуванні вихідних точок на геометричному образі, коли точковий ряд 
не відображає наявність особливих ділянок (зміна опуклості-увігнутості, зміна 









вихідних точок дискретної множини. Збільшення числа вихідних точок збіль-
шує сукупну похибку проведення замірів, об'єм обчислень і може збільшувати 
обчислювальну похибку. Відстань між вихідними точками (крок дискретизації) 
доцільно вибирати як можна більшим, але таким, що задовольняє вимогам до 
точності моделювання. Відомі способи інтерполяції не дозволяють визначити 
крок дискретизації виходячи із заданої точності представлення вихідної кривої. 
Похибка інтерполяції оцінюється відхиленням моделі від вихідного геоме-
тричного образу. При формуванні моделі методами, що характеризуються збі-
жністю та стійкістю, зменшення кроку дискретизації знижує похибку інтерпо-
ляції. Розробка методів інтерполяції, що забезпечують задану точність, є актуа-
льною задачею моделювання. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
На даний момент найбільш розроблені методи інтерполяції на основі ана-
літично заданих функцій (безперервні методи інтерполяції). До таких методів 
належать методи глобального моделювання та методи кусково-гладких набли-
жень. Методи глобального моделювання визначають геометричний образ од-
ним рівнянням. Наприклад, у роботах [2, 3] обвід описується алгебраїчними по-
ліномами Ерміта та Ньютона, в роботі [4] – тригонометричною функцією. Ме-
тоди кусково-гладких наближень формують обвід із ділянок аналітично зада-
них кривих, що стикуються у вихідних точках. У роботі [5] обвід формується 
ділянками кривих другого порядку, в роботі [6] – кривими Без’є, а в роботі [7] – 
В-сплайном. 
Точність, з якою сформована модель, представляє вихідний об'єкт. Вона 
оцінюється як відхилення моделі від відомої функції, що інтерполює той же то-
чковий ряд.  
Наприклад, у роботі [2] запропоновано метод визначення рівняння поліно-
ма Pn(x), який інтерполює весь точковий ряд, що належить дискретно представ-
леному геометричному образу. Вихідна функція відома та має безперервну 
n+1-у похідну. Похибка інтерполяції оцінюється як максимальне відхилення 
отриманого поліному Pn(x) від вихідної функції f(x) 
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де x0, x1,… xn – абсциси точок вихідної дискретної множини; n – кількість точок 
вихідної дискретної множини;     – максимальне значення n+1-ої 
похідної функції f(x) на відрізку, що досліджується. 
У роботі [3] похибка інтерполяції оцінюється величиною максимального 
відхилення поліному Pn(x), що інтерполює n+1 точку, від поліному Pn-1(x), що 
інтерполює n точок, які входять у точковий ряд, що визначає поліном Pn(x). 
Якщо величина відхилення не перевищує задану величину ε, то вважається, що 
поліном Pn(x) представляє вихідну криву з похибкою ε. 
Зазначені способи оцінки похибки інтерполяції можуть застосовуватися 











терполяції. Передбачається, що при розв'язанні інших задач порядок похибки 
буде таким же, як і при розв'язанні тестових прикладів. У загальному випадку, 
коли вихідна функція невідома, таке припущення може бути невірним. Для то-
го, щоб задати інтерполюючу криву, яка із заданою точністю представляє вихі-
дну криву, метод інтерполяції повинен забезпечувати збіжність та стійкість ро-
зв'язку [8]. Інтерполяційний поліном є стійким, якщо малі похибки вихідних 
даних призводять до малої зміни результату. Застосування стійких методів ін-
терполяції знижує вимоги до точності визначення вихідних даних і дає можли-
вість їх корегування, якщо це дозволяють умови задачі. Використання стійких 
методів інтерполяції дозволяє зменшити похибку, що виникає в результаті не-
точного визначення вихідного точкового ряду. При розв'язанні практичних за-
дач більшість інтерполяційних поліномів виявляються нестійкими. 
Збіжність інтерполяції полягає в зменшенні похибки інтерполяції при збі-
льшенні кількості вихідних точок [1]. У загальному випадку при інтерполяції 
точкового ряду довільної конфігурації, що складається з великої кількості вуз-
лів, методи глобального моделювання не забезпечують збіжність інтерполюю-
чої функції й вихідної кривої. 








графік якої представлено на рис. 1. Дослідженню феномену Рунге присвячено 
роботу [9]. Поліном P5(x), який інтерполює точковий ряд, що належить R(x), не 
відображає зміну опуклості-увігнутості вихідної кривої між точками 3 та 9. 
Уточнити розв'язок на цій ділянці можна за рахунок збільшення кількості то-
чок, що належать вихідній кривій. При цьому збільшується ступінь інтерполю-
ючого поліному, що призводить до збільшення його відхилення від вихідної 
функції на інших ділянках. Наприклад, відхилення поліному P10(x) від вихідної 
функції R(x) на краях відрізка [–1; 1] перевищує відхилення від R(x) поліному 












Рис. 1. Дослідження збіжності інтерполяції 
 
Відхилення кривої лінії від свого початкового положення, що виникає у 
результаті зміни положення вихідних точок або збільшення кількості точок, по-
в'язане з неконтрольованим виникненням особливих точок кривої. Неконтро-
льоване виникнення особливих точок неминуче при збільшенні параметричного 
числа кривої. Для поліноміальної кривої лінії це, насамперед, точки перегину. 
При інтерполяції поліномами, ступінь рівняння яких безпосередньо залежить 
від числа вихідних точок, забезпечити стійкість та збіжність у загальному випа-
дку неможливо. 
Запобігти неконтрольованому виникненню точок перегину (виникненню 
осциляції) можна при використанні методу інтерполяції на основі тригономет-
ричних функцій, розробленому в роботі [4]. Недоліком методу є те, що він роз-
рахований на інтерполяцію незначної кількості точок. Ця особливість методу 
зменшує область його практичного застосування. Крім того, метод не передба-
чає контроль закономірності зміни кривини вздовж ділянок обводу. 
Відсутність осциляції при інтерполяції будь-якої кількості вихідних вузлів 
забезпечують методи кусково-гладких наближень. Інтерполююча крива форму-
ється по окремим ділянкам, що стикуються у вихідних точках. 
При формуванні обводів методом, запропонованим у роботі [5], виникнен-
ня осциляції на ділянках кривих другого порядку неможливе. Основним недо-
ліком методу є порушення регулярності значень кривини в точках стиковки. 
Цей недолік визначається другим ступенем рівняння кривої. 
Забезпечити регулярність значень кривини вдовж обводу дозволяє метод, 
розроблений у роботі [6]. Цей метод передбачає використання кривих Без’є 
третього або вищих порядків. Основним недоліком формування обводів на ос-
нові сплайнів Без’є є те, що вони не забезпечують локальність контролю форми 
кривої на ділянках обводу. 
У роботі [7] розроблено метод формування обводів на основі В-сплайнів. 












мою кривої у порівнянні з іншими відомими методами безперервного геомет-
ричного моделювання. Локальність керування формою В-сплайна зменшується 
при збільшенні ступеня рівняння кривої з метою поліпшення якості стиковки 
ділянок обводу. Запобігання виникнення осциляції при використанні сплайнів 
Без’є та В-сплайнів забезпечується через контроль форми багатокутника, що 
задає сплайн. 
У випадку, коли умова запобігання осциляції не забезпечує заданої точно-
сті моделювання, необхідне накладання додаткових більш жорстких вимог до 
закономірності зміни геометричних характеристик уздовж обводу, що форму-
ється. Це може бути монотонна зміна значень кривини, скруту, радіусів стич-
них сфер. Методи кусково-гладких наближень, які дозволяють контролювати 
характер зміни зазначених геометричних характеристик уздовж інтерполюючої 
кривої та дозволяють визначити кількість вихідних точок, необхідну для забез-
печення заданої точності інтерполяції, невідомі. 
Розглянуті методи кусково-гладких наближень передбачають забезпечення 
якості стикування ділянок кривих у вихідних точках (наявність у точці стику-
вання загальної дотичної, стичного кола та ін.). Розв’язання цієї задачі вимагає 
накладення додаткових вимог до кривих ліній, що складають ділянки обводу. 
При розв'язанні ряду практичних задач (проектування поверхонь робочих орга-
нів сільськогосподарських машин, лопаток турбін, каналів двигунів внутріш-
нього згоряння) якість стикування ділянок обводу є важливою умовою [10]. 
Для невідомої кривої область можливого розташування може бути визна-
чена тільки на основі передбачуваних властивостей кривої. Такими властивос-
тями можуть бути регулярність і напрям монотонного зростання уздовж діля-
нок кривої характеристик: кривини, скруту, радіусів стичних сфер, наявність 
особливих точок. Розглянуті способи оцінки похибки інтерполяції не визнача-
ють обмежену область простору, всередині якої гарантується розташування 
кривої лінії, на якій призначено вихідний точковий ряд. Реалізація зазначеного 
підходу до оцінки точності інтерполяції вимагає розробки способів аналізу точ-
кового ряду на можливість формування обводів за заданими геометричними 
умовами. 
Задача може бути вирішена з використанням підходів, на яких ґрунтуються 
методи варіативного дискретного геометричного моделювання [11–13]: 
– дискретне представлення вихідних даних та результату моделювання; 
– локальність формоутворення; 
– запобігання осциляції; 
– поетапний контроль та корегування розв'язку. 
 
3. Ціль та задачі дослідження 
Метою дослідження є розробка методу формування плоского одновимір-
ного обводу із забезпеченням контролю максимальної абсолютної похибки ін-
терполяції.  







– розробити спосіб визначення області можливого розташування монотон-
ної кривої лінії, що інтерполює заданий точковий ряд, виходячи з її характерис-
тик: відсутність осциляції, монотонна зміна значень кривини уздовж кривої; 
– розробити спосіб формування одновимірних обводів, що інтерполюють 
дискретну множину точок та належать заданій області можливого розташуван-
ня монотонної кривої лінії.  
 
4. Матеріали та методи дослідження інтерполяції дискретної множини 
точок 
Формування моделі на основі дискретної множини точок виходячи із зада-
ної абсолютної похибки інтерполяції вимагає визначення границь можливого 
розташування лінійних елементів моделі. Крива, яка формується, представлена 
упорядкованою множиною точок, що їй належать, та геометричними характе-
ристиками кривої. Ці характеристики необхідно забезпечити в процесі моделю-
вання. Таку криву будемо називати дискретно представленою кривою. Крива 
формується на основі будь-якого точкового ряду по ділянкам, уздовж яких мо-
жливо забезпечити монотонну зміну значень кривини. Монотонні ділянки сти-
куються з заданим порядком гладкості. 
Крива формується згущенням, що передбачає визначення для вихідного 
точкового ряду проміжних точок. Точки згущення призначаються всередині 
області можливого розташування монотонної кривої. У процесі згущень точко-
вого ряду область розташування кривої послідовно локалізується. Після досяг-
нення заданої точності вузли сформованого точкового ряду з'єднуються хорда-
ми. Остаточний розв'язок представлено у вигляді супровідної ламаної лінії, що 
складається з як завгодно великої кількості хорд, відстань від яких до кривої лі-
нії з заданими геометричними характеристиками не перевищує заздалегідь за-
дану скільки завгодно малу величину. 
Геометрична модель формується виходячи з припущення: якщо існує кри-
ва лінія без особливих точок, яка інтерполює точковий ряд, то особливі точки 
відсутні й у вихідного об'єкта. До таких точок відносяться: точки перегину, 
зміни напряму зростання уздовж кривої значень кривини, скруту та ін.  
Вихідний точковий ряд розбивається на ділянки, які можливо інтерполю-
вати кривою лінією, уздовж якої значення геометричних характеристик моно-
тонно зростають або убувають. Визначається область простору, всередині якої 
розташовуються всі криві лінії з заданими геометричними властивостями. Мак-
симальна абсолютна похибка інтерполяції визначається виходячи з розмірів об-
ласті можливого розв'язку. 
 
4. 1. Методика визначення похибки представлення вихідної кривої  
лінії 
Вихідна плоска крива представлена упорядкованою множиною точок, які 
їй належать. Максимальну абсолютну похибку, з якою крива, що інтерполює 
точковий ряд, представляє вихідну криву лінію, у першому наближенні визна-












Якщо кожні три послідовні вихідні точки розташовані таким чином, що їх 
обхід здійснюється за стрілкою годинника, то вважаємо, що точковий ряд на-
лежить опуклій кривій лінії. Вихідний точковий ряд розбивається на опуклі й 
увігнуті ділянки та інтерполюється окремо по цим ділянкам. 
Будь-яка опукла крива лінія, що інтерполює точковий ряд, розташована в 
межах ланцюга базисних трикутників, обмежених хордою, що з'єднує сусідні 
вихідні точки, та дотичними до кривої (ti) у цих точках (рис. 2). 
На кожній з ділянок максимальне відхилення інтерполюючої кривої від 
вихідної не може перевищувати висоту відповідного базисного трикутника (  ). 
У випадку, коли обвід, що формується, заданий тільки вихідними точками, по-
хибка інтерполяції не може перевищувати значення   Це висота трикутника, 
сторони якого належать прямим, що проходять через три пари послідовних ви-
хідних точок.  
Оцінка точності інтерполяції через визначення висоти базисних трикутни-
ків можлива при формуванні обводів методами, що забезпечують контроль ви-
никнення осциляції. Це метод кривих другого порядку [5], кривих Без’є [6], В-
сплайнів [7], методи дискретної інтерполяції [11–13]. 
Наступною умовою, що дозволяє зменшити область можливого розташу-
вання кривої та підвищити точність інтерполяції, є умова монотонної зміни 
значень кривини уздовж кривої. Таку криву лінію будемо називати монотон-
ною. 
Через кожні три послідовні вихідні точки проводиться коло, яке будемо 
називати прилягаючим (ПКi). Якщо радіуси прилягаючих кіл монотонно зрос-
тають або убувають уздовж точкового ряду, такий точковий ряд можливо інте-
рполювати кривою лінією з монотонним убуванням або зростанням кривини 
відповідно [12]. 
Вихідний точковий ряд розбивається на ділянки з монотонною зміною ра-
діусів прилягаючих кіл та інтерполюється окремо по цим ділянкам монотонни-
ми дискретно представленими кривими.  
Будь-яка монотонна крива лінія, що інтерполює вихідний точковий ряд, 
розташовується в межах області, обмеженої послідовними прилягаючими ко-
лами [12]. 













Рис. 3. Область розташування монотонної кривої 
 
Відрізок належить прямій, яка перпендикулярна хорді [i, i+1] та проходить 
через середину хорди. Точки, що обмежують відрізок   належать прилягаю-
чим колам, які обмежують область можливого розташування кривої на ділянці.  
 
4. 2. Формування монотонної дискретно представленої кривої, що ін-
терполює вихідний точковий ряд 
Положення точок згущення інтерполюючої дискретно представленої кри-
вої визначається виходячи з умови збереження закономірності зміни радіусів 
прилягаючих кіл уздовж точкового ряду, який отримується в результаті послі-
довних згущень. Виконання цієї умови забезпечує: 
– відповідність передбачуваних геометричних властивостей вихідної кри-
вої лінії та призначених властивостей інтерполюючої кривої; 
– максимальну похибку інтерполяції, значення якої не перевищує розміри 
області можливого розташування вихідної дискретно представленої кривої. 
Точки згущення призначаються на перпендикулярах (ni) відповідних хорд, 
що проходять через середини супровідної ламаної лінії. Для ділянки (i…i+1) ді-
апазон можливого розташування точки згущення (i) – перетин відрізків [A,C] 
та [B, D], де 
– А – точка перетину перпендикуляра ni та прилягаючого кола, що прохо-
дить через точки i–1, i, i+1: Аni×ПК(i–1, i, i+1); 
– Вni×ПК(i, i+1, i+2); 
– Сni×ПК(i–2, i–1, i); 
– Dni×ПК(i+1, i+2, i+3). 
Призначення точки згущення на ділянці дискретно представленої кривої 
(i, i+1) призводить до утворення трьох нових прилягаючих кіл та локалізації 
області можливого розташування кривої на ділянці (i–1…i+2). 
Точки згущення послідовно призначаються в межах максимальних діапа-
зонів i. У результаті послідовних згущень отримуємо криву, що інтерполює 













4. 3. Методика визначення максимальної абсолютної похибки форму-
вання інтерполюючої кривої 
У результаті призначення кожної точки згущення отримуємо нову моно-
тонну дискретно представлену криву, що інтерполює вихідний точковий ряд. 
При цьому область можливого розташування кривої локалізується та залиша-
ється в межах області розташування вихідної кривої. 
Наявність області розташування, яка послідовно локалізується, – необхідна 
умова формування точкового ряду, який з як завгодно малою абсолютною по-
хибкою представляє монотонну криву лінію. При цьому локалізація області ро-
зташування інтерполюючої кривої не дозволяє стверджувати, що точність, з 
якою вона представляє вихідну криву, збільшується. 
Похибку інтерполяції можна зменшити, шляхом зменшення області мож-
ливого розташування кривої за рахунок збільшення порядку фіксації обводу, 
що формується. Усі монотонні криві, що інтерполюють послідовність вузлів, у 
яких призначено фіксовані положення дотичних (ti) та значення радіусів криви-
ни (Ri) на ділянці (i…i+1) розташовуються всередині області, обмеженої двома 
коробовими лініями кіл [13]. Кожна з границь складається з двох дуг кіл, одне з 
яких – стичне коло монотонної кривої в точці, що обмежує ділянку, а інше – 
коло, дотичне до монотонної кривої в іншій точці, що обмежує ділянку. На рис. 




Рис. 4. Область розташування ділянки обводу другого порядку фіксації 
 
Відхилення обводу другого порядку фіксації з монотонною зміною криви-
ни від вихідної кривої на ділянці (i…i+1) не може перевищувати максимальну 
ширину області можливого розташування кривої –   
 
5. Результати досліджень абсолютної похибки інтерполяції 
У якості тестового прикладу обрано точковий ряд, що належить гілці пара-
боли. У табл. 1 наведено значення абсолютної похибки представлення вихідної 
кривої. 
Значення абсолютної похибки інтерполяції опуклої кривої, визначені на 
основі базисних трикутників (  ), в 2–3 рази перевищують значення, визначені 















Абсолютна похибка, мм 
    
1…2 34,73 8,9638 3,68 
2…3 48,2689 5,0317 2,445 
3…4 53,3633 1,6393 0,549 
4…5 51,3769 0,7093 0,1557 
5…6 34,5599 0,2498 0,0243 
 
Похибка, визначена на основі вихідного точкового ряду (    ), дорівнює 
максимально можливому відхиленню неосцилюючої кривої, що формується, від 
вихідної кривої. Цю похибку можна розглядати як похибку дискретизації. Цю 
похибку можна зменшити за рахунок збільшення кількості вихідних вузлів. Ущі-
льнення у два рази точкового ряду, характеристики якого наведено в табл. 1, 
призводить до зменшення похибки   в 2–3 рази, а   – в 5–8 разів (табл. 2). 
 
Таблиця 2 
Оцінка абсолютної похибки представлення вихідної кривої на основі точкового 





Абсолютна похибка, мм 
    
1…2 16,9426 3,235737 0,6642 
2…3 18,6058 3,377989 0,6934 
3…4 23,747 1,760375 0,4277 
4…5 24,5925 0,469214 0,114 
5…6 25,6318 0,523739 0,0877 
6…7 27,7316 0,210213 0,0352 
7…8 24,4898 0,238711 0,0262 
8…9 26,8903 0,101133 0,0111 
9…10 17,5891 0,168795 0,00821 
10…11 16,9712 0,105677 0,00514 
 
У табл. 3 представлено значення абсолютної похибки інтерполяції для ді-
лянок обводу другого порядку фіксації. 
У якості вихідних даних взято точковий ряд, розглянутий у попередньому 
прикладі (табл. 1). Положення дотичної до обводу в i-й точці визначено як се-
реднє з положень дотичних до прилягаючого кола, що проходить через точки i–
1, i та i+1 (ПК(i–1, i, i+1)), і найближчої по розташуванню дотичної до  
ПК(i–2, i–1, i) або ПК(i, i+1, i+2). Значення радіуса кривини обводу в i-й точці 
(Ri) призначено виходячи з умови розташування точкового ряду, у вузлах якого 












конання зазначених умов дозволяє формувати обвід другого порядку фіксації з 
монотонною зміною кривини [13]. 
 
Таблиця 3 





Абсолютна похибка,   мм 
1…2 34,73 0,352423 
2…3 48,2689 0,28445 
3…4 53,3633 0,055597 
4…5 51,3769 0,016804 
5…6 34,5599 0,002738 
 
Підвищення порядку фіксації обводу до другого при незмінній кількості 
вихідних вузлів зменшило абсолютну похибку інтерполяції ділянок монотонної 
кривої в середньому в 9–10 разів. 
Оцінка точності інтерполяції виходячи з умови зростання або убування 
значень кривини уздовж гладкої кривої можлива при моделюванні обводів ме-
тодами формування монотонних кривих. Серед відомих – методи, розроблені в 
рамках варіативного дискретного геометричного моделювання [11–13]. 
 
6. Обговорення результатів дослідження похибки дискретної інтерпо-
ляції 
Лінійна інтерполяція з заданою абсолютною похибкою вимагає визначення 
області можливого розташування дискретно представленої кривої лінії. Відомі 
методи геометричного моделювання не дозволяють визначати таку область. 
Проведені дослідження показали, що область може бути визначена вихо-
дячи з передбачуваних властивостей вихідної кривої та відповідних їм заданих 
властивостей інтерполюючої кривої. 
У даній роботі представлено розв'язання задачі для плоскої гладкої кривої 
виходячи з умови відсутності осциляції та умови монотонної зміни кривини. 
Обрані умови є універсальними, тому що будь-яку криву лінію можна розбити 
на ділянки, уздовж яких значення кривини монотонно зростають або убувають. 
Результати досліджень можуть бути використані при наближених обчис-
леннях, побудові графіків, формуванні моделей поверхонь.  
Запропонований метод насамперед розроблявся для формування каркасів 
поверхонь, функціональне призначення яких – взаємодія з середовищем. У 
процесі роботи було встановлено, що поставлена задача найбільш ефективно 
розв’язується на основі області можливого розташування кривої. Така область 
може бути використана для розв’язання будь-яких задач, що вимагають оцінки 
точності інтерполяції. 
Похибка інтерполяції, що визначена виходячи з умови опуклості кривої, 







значень кривини уздовж кривої та призначення фіксованих характеристик у ви-
хідних точках локалізує область можливого розв'язку. 
Основною перевагою запропонованого методу є можливість інтерполяції 
точкового ряду, що складається з будь-якої кількості вузлів. При цьому забез-
печується регулярна та закономірна зміна значень кривини вздовж обводу. Ін-
терполююча крива формується у вигляді згущеного точкового ряду по ділян-
кам, які можливо інтерполювати кривою з монотонною зміною кривини. Це до-
зволяє інтерполювати точковий ряд довільної конфігурації. Точки згущення 
призначаються виходячи з умови існування області можливого розташування 
кривої з заданими характеристиками. Область можливого розв'язку локалізу-
ється в результаті послідовних згущень точкового ряду. 
Збільшення кількості вихідних точок зменшує абсолютну похибку, з якою 
інтерполююча крива представляє вихідну криву, та це не призводить до нако-
пичення обчислювальної похибки або неконтрольованого виникнення особли-
вих точок. 
Запропонований метод передбачає збільшення точності інтерполяції при 
незмінній кількості вихідних точок за рахунок нарощування умов, що наклада-
ються на криву. Для плоскої інтерполяції наступним кроком може бути забез-
печення контролю швидкості зростання кривини уздовж кривої. 
Сформований точковий ряд може представляти з як завгодно малою абсо-
лютною похибкою криву лінію із заданими геометричними характеристиками. 
Значення максимальної абсолютної похибки представлення вихідної кривої до-
зволяють контролювати необхідний об'єм вихідної інформації, що забезпечує 
необхідну точність розв'язку задачі. При розв'язанні практичних задач припус-
тимі значення цієї похибки можуть призначатися виходячи з можливостей ви-
мірювального устаткування, вимог компонування виробу, припустимих відхи-
лень маси та розмірів об'єкта, який моделюється.  
Метод дозволяє враховувати у процесі моделювання довільну кількість 
додаткових умов. Це може бути точність, яку здатне забезпечити обробне уста-
ткування або спеціальні вимоги до якості виготовлення поверхонь виробу. На-
приклад, робочі поверхні виробів, функціональне призначення яких – взаємодія 
із середовищем, повинні забезпечувати ламінарний характер їх обтікання. При-
пустима похибка інтерполяції при формуванні лінійних елементів геометричної 
моделі такої поверхні залежить від швидкості контакту поверхні з потоком се-
редовища та може вимірюватися частками мікрона. У загальному випадку при-
пустима похибка подальшої інтерполяції може бути на порядки меншою, ніж 
похибка представлення вихідної кривої лінії. Запропонований метод забезпечує 
точність, необхідну для розв’язку таких задач. 
Формування інтерполюючої кривої з заданими геометричними характерис-
тиками на основі області можливого розташування дозволяє звести задачу за-
безпечення точності геометричного моделювання до розв'язку технічних  
питань – забезпеченню необхідної точності замірів та розрахунків. 
Основним недоліком розробленого методу є те, що сформована дискретно 
представлена крива не визначена однозначно. При представленні результату 












ності припускає формування точкового ряду, що складається з великої кількості 
вузлів. Крім того, алгоритм визначення діапазонів розташування точок згущен-
ня вимагає здійснення послідовних алгебраїчних дій, кожна з яких виконується 
з деякою похибкою. У результаті послідовних згущень точкового ряду, коли 
ширина області можливого розташування монотонної дискретно представленої 
кривої вимірюється значеннями 10
-5
 мм та менше, вказані похибки не дозволя-
ють контролювати задані геометричні властивості обводу. Зазначені проблеми 
передбачають великий об'єм необхідних обчислень та підвищені вимоги до то-
чності розрахунків. 
Інша проблема, викликана дискретним представленням геометричних об-
разів, – складність розв'язання ряду позиційних задач геометричного моделю-
вання. Це визначення довжини дискретно представленої кривої, точок перетину 
кривої з заданими геометричними образами та ін. Зазначені задачі необхідно 
розв’язувати при формуванні на основі лінійчатих каркасів дискретно предста-
влених поверхонь. 
Напрямком подальшого розвитку метода інтерполяції на основі області 
можливого розташування кривої лінії може бути формування просторових од-
новимірних обводів. Інтерполяція з заданою точністю просторових точкових 
рядів вимагає забезпечення закономірної зміни уздовж обводу кривини, скруту 
та радіусів стичних сфер. 
 
7. Висновки 
1. Розроблено спосіб визначення області можливого розташування моно-
тонної кривої лінії, що інтерполює заданий точковий ряд. Спосіб оснований на 
визначенні ділянок точкового ряду, які можливо інтерполювати монотонною 
кривою лінією – кривою, уздовж якої значення кривини монотонно зростають 
або убувають. Це дає можливість визначати вихідну криву лінію, як криву з мі-
німальною кількістю особливих точок – точок перегину та точок зміни напряму 
зростання кривини. Спосіб дозволяє оцінювати максимальну абсолютну похиб-
ку інтерполяції величиною області можливого розташування монотонних кри-
вих ліній. Оцінка точності дискретної інтерполяції на основі монотонної зміни 
кривини дозволила зменшити абсолютну похибку в 2–3 рази відносно оцінки 
точності виходячи з умови запобігання осциляції.  
2. Розроблено спосіб формування одновимірного обводу, який із заданою 
точністю представляє монотонну криву лінію. Спосіб дозволяє: 
– формувати монотонну дискретно представлену криву, що інтерполює ді-
лянки вихідного точкового ряду, область можливого розташування якої як за-
вгодно мала; 
– формувати обвід у вигляді супровідної ламаної лінії, яка з заданою точ-
ністю представляє монотонну криву. 
Точність представлення монотонної кривої обмежена тільки можливостя-
ми устаткування. Розрахунок тестових прикладів показав, що розроблені алго-
ритми стійко працюють при формуванні дискретно представленої монотонної 













1. Бахвалов Н. С., Жидков Н. П., Кобельков Г. М. Численные методы. 
М.: БИНОМ, 2008. 636 с. 
2. Ivan M. A note on the Hermite interpolation // Numerical Algorithms. 
2014. Vol. 69, Issue 3. P. 517–522. doi: 10.1007/s11075-014-9909-x  
3. Argyros I. K., George S. On the convergence of Newton-like methods 
using restricted domains // Numerical Algorithms. 2016. Vol. 75, Issue 3. P. 533–
567. doi: 10.1007/s11075-016-0211-y  
4. Liu S., Chen Z., Zhu Y. C1Rational Quadratic Trigonometric Interpola-
tion Spline for Data Visualization // Mathematical Problems in Engineering. 2015. 
Vol. 2015. P. 1–20. doi: 10.1155/2015/983120  
5. Li H., Zhang L. Geometric error control in the parabola-blending linear 
interpolator // Journal of Systems Science and Complexity. 2013. Vol. 26, Issue 5.  
P. 777–798. doi: 10.1115/imece2013-62877  
6. Shen W., Wang G., Huang F. Direction monotonicity for a rational Bé-
zier curve // Applied Mathematics – A Journal of Chinese Universities. 2016.  
Vol. 31, Issue 1. P. 1–20. doi: 10.1007/s11766-016-3399-7  
7. Volkov Y. S. Obtaining a banded system of equations in complete spline 
interpolation problem via B-spline basis // Central European Journal of Mathematics. 
2011. Vol. 10, Issue 1. P. 352–356. doi: 10.2478/s11533-011-0104-1  
8. Волков Ю. С. Исследование сходимости процесса интерполяции 
для производных полного сплайна // Украинский математический вестник. 
2012. Т. 9, № 2. С. 278–296. 
9. Jung J.-H., Stefan W. A Simple Regularization of the Polynomial Inter-
polation for the Resolution of the Runge Phenomenon // Journal of Scientific Compu-
ting. 2010. Vol. 46, Issue 2. P. 225–242. doi: 10.1007/s10915-010-9397-7  
10. Klewicki J. C. On the Singular Nature of Turbulent Boundary Layers // 
Procedia IUTAM. 2013. Vol. 9. P. 69–78. doi: 10.1016/j.piutam.2013.09.007  
11. Gavrilenko E. A., Kholodnyak Y. V. Discretely geometrical modelling 
of one-dimensional contours with a regular change of differential-geometric charac-
teristics // 2014 Dynamics of Systems, Mechanisms and Machines (Dynamics). 2014. 
doi: 10.1109/dynamics.2014.7005654  
12. Холодняк Ю. В., Гавриленко Є. А. Формування геометричних ха-
рактеристик при моделюванні монотонної дискретно представленої кривої // 
Прикладна геометрія та інженерна графіка. 2013. Вип. 91. С. 482–487. 
13. Гавриленко Є. А., Холодняк Ю. В. Визначення діапазонів геомет-
ричних характеристик монотонної дискретно представленої кривої // Праці 
Таврійського державного агротехнологічного університету. 2012. Т. 54, Вип. 4. 
С. 38–42. 
Не
 я
вл
яе
тс
я 
пе
ре
из
да
ни
ем
